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REFLEXION Y APRENDIZAJE MATEMATICO

Maria Virginia Rapeed
CIAFIC-CONICET

Entre los clementos que facilitan al alumno la tarca de
aprender, se analiza el papel de la reflexién tanto de los
Propios procesos cognoscitivos (metacognicion) como de
problemas ya resueltos ( worked-out examples). Las investi-
gaciones muestran las posibilidades e intentos de aplicar

este recurso a la ensefanza.

LPadabras clave: reflexién - metacognicion - aprendizaje de la
matemadtica - estrategias de aprendizaje

El presente trabajo intenta anali-
zar algunos elementos metodoldgicos
que faciliten y mejoren el aprendizaje
matemdtico y permitan alcanzar la
formacién de lo que se ha dado en
llamar un “estudiante estratégico”, es
decir aquel que ha aprendido a exa-
minar y controlar sus propios proce-
sos de aprendizaje. Para cllo, consi-
deramos la nocion de reflexion bajo
dos aspectos, la reflexion sobre: a) la
accion y el conocimiento propios, es
decir la meracognicion, y b) un cono-
cimiento no propio encarnado en la
estrategia llamada worked-out exampile,
que consiste en ¢l estudio de proble-
mas o ejemplos ya resueltos.

La metacognicion

La metacognicién, “equivalente
funcional de la reflexion™ (Vdzquez,
1996: 116), fue definida por John
Flavell (1978) como conocimiento
que toma como su objeto o que regu-
la cualquier aspecto de cualquier ta-
rea cognitiva. En esta expresion es-
tin incluidos dos tipos de activida-
des: las de conocimiento acerca del
conocimiento y las de la regulacién
del conocimiento. Referidas al pro-
ceso de aprendizaje estas dos activi-
dades pueden ejemplificarse en la con-
ciencia de aquello que debe hacerse y
de como se estd haciendo y el control
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de lo que puede facilitar o entorpecer
el aprendizaje; por ejemplo, la con-
ciencia del fin y de los medios, el
control de los resultados y de los fac-
tores motivacionales, afectivos (como
micdo a equivocarse, vergiienza, etc.)
v ambientales (ruido, falta de. como-
didad, etc.).

En la clasificacion de las estrate-
gias de aprendizaje se asumen dichas
dimensiones; por ejemplo, Anthony
(1994), basandose en distintos auto-
res, para la clase de matematica pro-
pone la siguiente clasificacién de las
estrategias en:

- cognoscitivas, para efectivizar Jos
progresos cognoscitivos: para adqui-
rir, retener y recuperar distintas cla-
ses de conocimiento y de desempe-
no; por ¢j.: pracricar, asociar ideas,
tomar notas, imaginar, comparar (la
respuesta con otras soluciones), ge-
nerar preguntas, organizar, ctc.

- metacognitivas, para controlary
regular el proceso de aprendizaje: re-
de los procesos del aprendizaje indi-
vidual, como también a la tendencia
y habilidad para controlar este proce-
so durante el aprendizaje; ¢j.: previ-
sion, planificacion, prediccién, iden-
tificacion del problema, atencidn se-
lectiva, automonitoreo (monitoreo de
la comprension de lo presentado por
el maestro y monitoreo del propio
desempeno durante el ¢jercicio), eva-
luacion, revision, elc.

- afectivas, para controlar los fac-
tores afectivos y volitivos, como el
esfuerzo, alentarse a si mismo, etc.

- manejo o adminstracion de recur-
sos, que afectan indirectamente los
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resultados del aprendizaje, tales como
cambiar el propio ambiente, la tarea
o pedir ayuda. _

Se ha comprobado empiricamen-
te que la metacognicién influye en la
transferencia de conocimientos y ha-
bilidades a otros contextos y en la
durabilidad del conocimiento adqui-
rido. El alumno reflexivo tiene mas
probabilidades de: identificar el uso
y proposito del material aprendido;
manejarlo de distinta manera; explo-
rar su uso potencial bajo distintas
circunstancias y utilizarlo por mas
tiempo (Georghiades, 2000).

Si bien la metacognicién ha sido
relacionada con un niimero de habili-
dades cognoscitivas (lectura, mate-
mdtica y memoria), su distincion de
la apritud general del individuo no es
clara. Swanson (1990) estudio el pa-
pel de metacognicion y aptitud gene-
ral en varias mediciones de resolu-
ci6n de problemas especificos en las
que encontro que resultaron indepen-
dientes. Se trata de un importante
resultado pues permitiria a los suje-
tos con baja aptitud compensar su
desempeno con altos niveles de merta-
cognicién. Cardelle-Elawar (1992),
por su parte, mostré que alumnos
con un nivel bajo en la solucion de
problemas muestran potencial
metacognitivo cuando se los estimula
con una instruccién explicita.

En los estudios mas recientes, se¢
han vinculado los efectos de la meta-
cognicién con las creencias
motivacionales en el aprendizaje; en
este caso se prefiere hablar de apren-
dizaje aurorregulado (Boekacrrs,
1999) v se conceptualiza al alumno
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autorregulado como participante ac-
tivo metacognitiva, motivacional y
conductualmente. En términos de pro-
Cesos metacognitivos, es un estudiante
quc planea, establece metas, se
automonitorea y autoevaliia en varios
puntos durante el proceso de adquiqi-
cion del propio aprendizaje. En.tér-
minos de procesos motivacionales, se
caracteriza por elevada am:oeﬁmcn-
cia, autoatribuciones positivas e inte-
rés intrinseco por la tarea.

El uso creciente de la metacogni-
ci6n para mejorar el aprendizaje en
distintas dreas puede observarse en la
implementacién de programas edu-
cativos, tales como: POI (Process-
oriented Instruction, Holanda;
Vermunt, 1999); PEEL (Projecr
Enhanced Effective Learning, Austra-
lia, Georghiades, 2000); CASE
(Cognitive Acceleration through Science
Educarion, Reino Unido;
Georghiades, 2000); OMECOL
( Orientacion Metacognitiva de fa Com-
prension Lectora, Espana; Repetto
Talavera, 1997).

En el area matematica, la meta-
cognicion se vincula a la resolucion
de problemas. Los primeros trabajos
de Polya de 1957, por ejemplo,
enfatizaron el planeamiento, el
automonitoreo y la reflexion. Los
objetivos propuestos en el documen-
to Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics
(National Council of Teachers of
Mathematics, 1989} incluyen la ha-
bilidad para: reflexionar y clarificar

¢l pensamiento sobre las relaciones

matematicas; monitorear y reflexio-
nar sobre el propio pensamiento y
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desempeno; juzgar los méritos relati-
vos de los procedimientos alternati-
vos; justificar los pasos de un proce-
dimiento.

Entre los métodos efectivos para
suscitar  la reflexion se sefalan la
solucion de problemas en pares -los
compaferos se turnan en el rol de “cl
que resuelve” y “el que escucha”,
verbalizan lo que estin pensando y
explican sus estrategias- (Lochhead,
1985) vy la presentacion de paradojas
para suscitar conflictos y estrategias
metacognitivas (Movshovitz-Hadary
Hadas, (1991).

Kramarski y Mevarech (1997)
cmplean una estrategia metacognitiva
(SOLVE) que ayuda alos alumnos a
prestar atencion a sus procesos de
resolucién de problemas promovien-
do la habilidad para construir gréfi-
cos en lenguaje Logo. La sigla indica
los pasos de resolucién de problemas
sugeridos por Polya: Swvsrematic
analysis (andlisis), Overall planning
(planificacién), Linking together (in-
regracion), Verification (verificacion
del resultado esperado) y Evaluation
(evaluacién). También implementaron
un ejemplo de instruccién
metacognitiva -IMPROVE-
(Mevarech y Kramarski, 1997), que
enfatiza el discurso reflexivo permi-
tiendo al alumno implicarse en el ra-
ZONamIiento matematico a traveés dt.
preguntas metacognitivas.

Podemos ver un modelo de ense-
nanza en las intervenciones sobre ¢l
grupo experimental (que es el que
recibe el tratamiento) en investiga-
ciones sobre metacognicion:
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- King (1991) proporciona una
lista de preguntas referidas a la plans-
ficacion (dcudl es el problema?, {qué
sabemos del problema?, iqué infor-
macion se nos da?, iécudl es nuestro
plan?, ¢hay otro modo de hacerlo?,
équé sucederia si...2, iqué debemos
hacer después?); al monitoreo (éesta-
mos usando nuestro plan o estrate-
gia?, inecesitamos uno nuevo?, {cam-
bi6 nuestra meta?, {estamos en la ruta
correcta?, {estamos cerca de la meta?)
y a la evaluacion ({qué funcioné?, {qué
no funcioné?, iqué deberiamos hacer
la préxima vez? ).

- Gargallo Lépez y Puig Moratal
(1997) proponen técnicas motivado-
ras, de modelado (hecho por el ex-
perto), planteamiento de preguntas
(método socrdtico), introspeccion
(andlisis y discusién metacognitiva,
verbalizacién de los procesos
COENOSCItiVOS) y autoinstrucciones.

- Mevarech (1999) presenta pre-
guntas organizadas segun los cuatro
pasos de un modelo de resolucion de
problemas (orientacion e identifica-
cién del problema, organizacion, eje-
cucién y evaluacion), disenadas para
ayudar al alumno a tomar conciencia
del proceso y a monitorear su pro-
greso. Usa tres tipos de interrogan-
tes: de comprension (dcudles el pro-
blema?, ¢en qué se parece y diferen-
cia del anterior?), que lo orientan a
articular los elementos principales del
problema (describelo con tus propias
palabras sin usar niimeros), a clasifi-
car el problema, a identificar lo que
se conoce y lo que no;  estratégica
(équé estrategias son necesarias para
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resolverlo?) y de conexion, referidas a
las semejanzas y diferencias entre el
problema por resolver y otros ante-
riormente resueltos.

Estudio de ejemplos

El worked-out example merece una
consideracion especial; consiste en el
estudio de ejemplos resueltos vy su
éxito depende del grado de explica-
cion de las razones de la solucion del
mismo, a medida que se estudia. In-
clayen el enunciado de un problema
y un procedimiento para resolverlo;
generalmente, presentan la solucion
paso a paso y en muchos casos inclu-
yen representaciones auxiliares como
diagramas. El alumno tiene asi un
modelo de resolucién de problema
para estudiar e imitar y puede luego
aplicar, analégicamente, el conoci-
miento adquirido a otro tipo de pro-
blema.

Los factores que pueden influir
en la eficacia del mérodo son: el modo
en que los ejemplos estdn disenados
(la informacion debe presentarse en
forma integrada para no provocar
una sobrecarga cognitiva) y la rela-
ci6n entre ejemplos muleiples y prac-
tica, es decir como se secuencian, su
cantidad y combinacién con la pric-
tica.

La medida en que el alumno apro-
vecha de este estudio depende del
llamado self-explanation efiéct, de
como se explican las razones de la
solucion (Chi, Bassok, Reimann vy
Glaser, 1989): los alumnos exitosos
identifican con claridad cuando com-
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prenden el problema, mientras que
los menos exitosos tienen con fre-
cuencia “ilusiones de comprension”.

Cuando se aprende matemadtica,
aparecen diferencias individuales en
la autoexplicacién. Renkl (1999) se-
nala que los buenos alumnos asignan
significado a los operadores al identi-
ficar los principios subyacentes
( principle—base explanations) y antici-
pan ¢l paso siguiente de la solucion
en vez de buscarlo; los no exitosos,
en cambio, son pasivos y superficia-
les en el momento de dar la explica-
cién y asignan poco tiempo al estu-
dio de los ejemplos.

El aprendizaje con ejemplos re-
sueltos tiene dos inconvenientes inti-
mamente relacionados con la meta-
cognicion: por un lado, como senald-
ramos, los alumnos tienen sentimien-
tos ilusorios de comprensiéon porque
los ejemplos no requieren feedback
externo (datos de una fuente exte-
rior) ni interno (fracaso al resolver);
por otro, muchos parecen no tener (0
NO Usar) Metaconocimiento respecto
de cédmo trabajar con los ejemplos,
los miran pero no los elaboran.

Dadas estas limitaciones, es im-
portante una intervencion docente que
favorezca las actividades de
autoexplicacion para mejorar el apren-
dizaje. Atkinson, Sharon, Renkl y
Wortham (2000), en su revision de
las investigaciones sobre el tema, dis-
tingue los siguientes métodos:

- Manipulaciones estructurales
que consisten en identificar y deno-
minar submetas dentro del procedi-
miento, usar ejemplos incompletos

para favorecer la anticipacién del re-
sultado y usar formatos integrados
que eviten la dispersion de la aten-
cion.

- Entrenamiento directo y

- Uso de incentivos sociales para
que el alumno supere su modo pasivo
o superficial de procesar los ejemplos
presentados. El método es learning by
teaching (el alumno en el papel del
que explica o maestro), enfoque difi-
cultado por: su falta de experiencia
en tutoria, su escaso conocimiento
previo y porque puede resultarle abru-
madora esta doble tarea de aprender
y ensenar.

La funcion del docente

Podemos distinguir tres funcio-
nes del docente, sin importar el dm-
bito donde se desempene, aunque
pueden verse condicionadas por ¢l
nivel (primario, medio o universita-
rio) y el nimero de alumnos a cargo:

1° Modelo: su forma de actuar
frente a los problemas imprime una
marca en el alumno y esta influencia
puede aprovecharse para transmitir
formas de razonamiento y habitos de
estudio.

2° Proveedor y conductor. debe pro-
gramar el aprendizaje tanto de los
contenidos matemdticos como de los
procedimientos para que el mismo
sea integrado y sin repeticiones in-
utiles, de modo que el alumno pueda
contar con recursos variados para
optimizar el aprendizaje. Esto no im-
plica falta de flexibilidad ante las ca-
racteristicas ¢ intereses del alumno,
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sino la planificacion previa que per-
mita alcanzar eficazmente los objeti-
VOS.

3° Regulador externo: privilegiar
sus acciones y responsabilidad en el
aprendizaje con respecto a las del
alumno, intervenir cuando se mani-
fiesten errores, inseguridades, o reti-
rarse cada vez que el alumno muestre
iniciativa cspontanca, capacidad de
cleccion, cte. (Pellerey, 1990).

Como senalamos, nuestro objeti-
vo es analizar elementos que faciliten
al alumno la rarea de aprender; nos
hemos detenido en la reflexiéon tanto
de los propios procesos cognoscitivos
(metacognicion) como de problemas
va resueltos ( worked-out examples). Las
investigaciones muestran las posibili-
dades ¢ intentos de aplicar estos re-
cursos a la ensefianza, pero para do-
tar al alumno de elementos ttiles que
¢l pueda utilizar en cualquier situa-
cion problematica, se requiere una
tarea diddctica a desarrollar a lo lar-
go del ano escolar y bajo distintas
circunstancias y con distintos conte-
nidos. Al respecto podemos conside-
rar los trabajos de Kramarski y otros
{Kramarski, Mevarech y Lieberman,
2001) quienes comprobaron  que
los alumnos a quienes se los entrend
metacognitivamente en Matemdtica
v en Lengua simultdncamente, alcan-
zaron mejores resultados que. aque-
llos que solo lo hicieron en una sola
asignatura, ya que el alumno puede
generalizar el uso de procesos
metacognitivos mas alld de un domi-
nio especitico.
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En una encuesta, 60 alumnos que
cursan el 99 ano de la EGB (media de
14 afios) en un colegio industrial del
Gran Buenos Aires manifestaron que
los elementos que mejorarian su ren-
dimiento en el colegio son, en prime-
ra instancia, el estudio, la atencidn y
la practica. A éstos le siguen en im-
portancia la ayuda exterior y la buena
conducta; v, por ultimo, la climina-
cion de factores afectivos como la
vergiienza de equivocarse y la angus-
tia de fracasar. Que el estudio sea la
primera opcién muestra que los alum-
nos son conscientes de que podrian
mejorar sus notas si se lo propusieran
y esto, segun cllos, se logra princi-
palmente prestando atencion, concen-
trindose en la tarea y practicando
(hacicndo cjercicios nucvos o rcha-
ciendo los ya hechos pero sin mirar
el procedimiento).

En consecuencia, le cabe al do-
cente la tarea de ayudar a estudiar,
ddndole al alumno los recursos para

“que pueda lograrlo por si mismao. Si

bien la ensenanza de las estrategias
no garantiza su uso, ni aquellas el
éxito en la tarea cuando si se las
emplea, es necesario que el alumno
cuente con los recursos necesarios y,
en este sentido, el ejercicio inducido
de la reflexion puede capacitarlo para
atrontar las situaciones de aprendiza-
je y para adquirir una habilidad
metacognitiva que le permita tener
conciencia de: los principios subya-
centes, la anticipacion del proximo
paso de la solucion, la comprension
del problema y del fracaso.
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REFLECTION AND MATHEMATICAL LEARNING

The role of reflection as a learning facilitator is analyzed, which may relate
to borh cognirtive processes (metacognition) and previously solved problems
(worked-out examples). Research shows its possibilities, as well as some
attempts to use it as an instructional resource.,

Key words: reflection - metacognition - mathematics learning - learning
strategies.
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